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Àííîòàöèÿ. Âûïîëíåíû ñèíòåç è àíàëèç êâàçèïðàâäîïîäîáíîãî è àñèìïòîòè÷åñêè ìàêñèìàëüíî ïðàâäî-
ïîäîáíîãî àëãîðèòìîâ îöåíêè äëèòåëüíîñòè. Íàéäåíû ïîòåðè â òî÷íîñòè îöåíîê âñëåäñòâèå àïðèîðíîãî
íåçíàíèÿ èíòåíñèâíîñòè ôîíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàçèïðàâäîïîäîáèÿ îöåíêà; àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ;
ðàññåÿíèÿ îöåíîê; àïðèîðíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ íåîïðåäåëåííîñòü

Ìîäåëü îïòè÷åñêîãî èìïóëüñà ñ ïðÿìî-
óãîëüíûì ïðîôèëåì èíòåíñèâíîñòè èñïîëüçó-
åòñÿ âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ îïòè÷åñêîé ñâÿçè
è ëîêàöèè [1–7]. Ðàññìîòðèì îöåíêó íåèçâåñò-
íîé äëèòåëüíîñòè îïòè÷åñêîãî èìïóëüñà ñ ïðÿ-
ìîóãîëüíûì ïðîôèëåì èíòåíñèâíîñòè ïðè íà-
ëè÷èè ïóàññîíîâñêîãî ôîíà. Â [7] èññëåäîâàíà
îöåíêà äëèòåëüíîñòè îïòè÷åñêîãî èìïóëüñà ñ
àïðèîðè íåèçâåñòíîé èíòåíñèâíîñòüþ, íî ïðè
àïðèîðè èçâåñòíîé èíòåíñèâíîñòè ôîíà.
Çäåñü, â îòëè÷èå îò [7] ïîëàãàåòñÿ, ÷òî èíòåí-
ñèâíîñòü èìïóëüñà àïðèîðè èçâåñòíà, íî àï-
ðèîðè íåèçâåñòíà èíòåíñèâíîñòü ïóàññîíîâ-
ñêîãî ôîíà. Ñ÷èòàåì, ÷òî íà èíòåðâàëå âðåìå-
íè [0, T] íàáëþäàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ïóàññîíîâ-
ñêîãî ïðîöåññà �( )t ñ èíòåíñèâíîñòüþ
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ãäå � 0 — íåèçâåñòíàÿ èíòåíñèâíîñòü ôîíà, �
— àïðèîðè èçâåñòíàÿ èíòåíñèâíîñòü èìïóëü-
ñà, � 0 — íåèçâåñòíàÿ äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà,
êîòîðàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç èíòåð-
âàëà [T T1 2, ], ïðè÷åì 0 < T1 < T2 < T. Åñëè èç-
âåñòíà èíòåíñèâíîñòü ôîíà � 0 , òî äëÿ îöåíêè
äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà � 0 âîçìîæíî èñïîëü-
çîâàòü ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
[8], ñîãëàñíî êîòîðîìó îöåíêà äëèòåëüíîñòè
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîëîæåíèå íàèáîëüøåãî
ìàêñèìóìà ëîãàðèôìà ôóíêöèîíàëà îòíîøå-
íèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ (ÔÎÏ).

Âûðàæåíèå äëÿ ëîãàðèôìà ÔÎÏ [9] èìååò
âèä

L0 01( ) ln( / )� � � � ���� � � , (2)
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ãäå � ��
�

� � d ( )t
0

. Ñîîòâåòñòâåííî, îöåíêà ìàê-

ñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ÎÌÏ) îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê:

� � �0 0 1 2m L T T� �argsup ( ), [ , ]. (3)

Îäíàêî ïðè íåèçâåñòíûõ äëèòåëüíîñòè � 0

è èíòåíñèâíîñòè ôîíà � 0 ëîãàðèôì ÔÎÏ çà-
âèñèò îò äâóõ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ:

L( , ) ln( / )� � � � � ���� � �1 . (4)

Ïðè ïîäñòàíîâêå â ýòî âûðàæåíèå âìåñòî
íåèçâåñòíîé èíòåíñèâíîñòè ôîíà � íåêîòîðûõ
åå çíà÷åíèé, ïîëó÷àåì ðÿä àëãîðèòìîâ îöåíêè
äëèòåëüíîñòè îïòè÷åñêîãî èìïóëüñà, âîçìîæ-
íî íåîïòèìàëüíûõ. Ïîäñòàâëÿåìûå çíà÷åíèÿ
èíòåíñèâíîñòè ôîíà ìîãóò áûòü ôèêñèðîâàí-
íûìè èëè îïðåäåëÿòüñÿ ïî ðåàëèçàöèè íàáëþ-
äàåìûõ äàííûõ. Ïîëó÷àåìûå â ðåçóëüòàòå àë-
ãîðèòìû îöåíêè îòëè÷àþòñÿ ñâîåé ýôôåêòèâ-
íîñòüþ è ñòåïåíüþ ïðîñòîòû àïïàðàòóðíîé
èëè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè.

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïðåîäîëåíèÿ àïðèîð-
íîé ïàðàìåòðè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè îòíî-
ñèòåëüíî èíòåíñèâíîñòè ôîíà ÿâëÿåòñÿ ïðèìå-
íåíèå êâàçèïðàâäîïîäîáíîé îöåíêè (ÊÏÎ)
[10]. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÊÏÎ íåîáõîäèìî çàìå-
íèòü çíà÷åíèå íåèçâåñòíîãî íåèíôîðìàòèâíî-
ãî ïàðàìåòðà íà íåêîòîðóþ åãî ïðåäïîëàãàå-
ìóþ âåëè÷èíó.

Ïîñêîëüêó àïðèîðè èíòåíñèâíîñòü � 0 íå-
èçâåñòíà, èñïîëüçóåì â (2) âìåñòî� 0 åãî ïðåä-

ïîëàãàåìîå çíà÷åíèå � * . Òîãäà âìåñòî ëîãà-
ðèôìà ÔÎÏ (2) ôîðìèðóåòñÿ ðåøàþùàÿ ñòàòè-
ñòèêà

L
* ( ) ln( / )� � � � ���� � �1 * . (5)

Îöåíêà, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ïîëîæåíèþ íàè-
áîëüøåãî ìàêñèìóìà ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè
(5), ÿâëÿåòñÿ ÊÏÎ [10]

� � �* argsup� �L T T
* ( ), [ , ]1 2 . (6)

Î÷åâèäíî ÷òî ïðè � �* � 0 ÊÏÎ (6) ñîâïà-

äàåò ñ ÎÌÏ (3).
ÊÏÎ äëèòåëüíîñòè ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ óñòðîéñòâà, áëîê-ñõåìà êîòîðîãî ïîêàçà-
íà íà ðèñ. 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîðîòêèõ èì-
ïóëüñîâ �� ( )t ïîñòóïàåò íà èçìåðèòåëü, íà âõî-
äå êîòîðîãî ðàñïîëîæåí êëþ÷ Ê, îòêðûâàþ-
ùèéñÿ íà âðåìÿ àíàëèçà [ , ]0 T . Ñèãíàë ñ âûõîäà
êëþ÷à ïîñòóïàåò íà ïåðåìíîæèòåëü, íà âòîðîé
âõîä êîòîðîãî ïîäàåòñÿ âåëè÷èíà, ïðîïîðöèî-

íàëüíàÿ ln( / )1�� � * . Ñèãíàë ñ âûõîäà ïåðå-

ìíîæèòåëÿ ïîäàåòñÿ íà âû÷èòàþùåå óñòðîéñò-
âî, íà âòîðîé âõîä êîòîðîãî ïîäàåòñÿ ïðåäïî-
ëàãàåìîå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè èìïóëüñà �.
Ñèãíàë ñ âûõîäà âû÷èòàþùåãî óñòðîéñòâà ïî-
ñòóïàåò íà èíòåãðàòîð È, ãäå èíòåãðèðóåòñÿ â
èíòåðâàëå îò 0 äî t T� [ , ]0 . Â ðåçóëüòàòå, íà åãî
âûõîäå ôîðìèðóåòñÿ ðåøàþùàÿ ñòàòèñòèêà

L t
* ( ) (5) êàê ôóíêöèÿ òåêóùåãî âðåìåíè, êîòî-

ðàÿ ïîäàåòñÿ íà ýêñòðåìàòîð Ý. Îí îïðåäåëÿåò
ïîëîæåíèå íàèáîëüøåãî ìàêñèìóìà ðåøàþ-
ùåé ñòàòèñòèêè ïðè t T T� [ , ]1 2 , ò.å. ìîìåíò âðå-

ìåíè �t �� * (6), ïðè êîòîðîì ðåøàþùàÿ ñòàòè-
ñòèêà ìàêñèìàëüíà.

Íàéäåì õàðàêòåðèñòèêè ÊÏÎ (6). Äëÿ ýòî-
ãî ïðåäñòàâèì (5) â âèäå ñóììû [8] ñèãíàëüíîé
(ðåãóëÿðíîé) è øóìîâîé (ïîìåõîâîé) ñîñòàâ-
ëÿþùèõ:

L S N
* ( ) ( ) ( )� � �� � ,

ãäå S L( ) ( )*� �� � �, N L L( ) ( ) ( )* *� � �� � � �.

Âûïîëíÿÿ óñðåäíåíèå ïî ðåàëèçàöèÿì íà-
áëþäàåìîãî ïðîöåññà �( )t äëÿ ñèãíàëüíîé
ôóíêöèè ïîëó÷àåì âûðàæåíèå:

S q( ) ( , ) ln( / )� � � � �� � �min 0 1
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� � �( ln( / ))� � � �0 1 q . (7)

Àíàëîãè÷íî äëÿ øóìîâîé ôóíêöèè:

N q( ) ( ) ( / )� � � �� �� � � � �ln 1 , (8)

ãäå

q �� �/ 0 (9)

— îòíîøåíèå ñèãíàë–ôîí, à� � �� * / 0 õàðàê-

òåðèçóåò îòëè÷èå çíà÷åíèÿ ïðåäïîëàãàåìîé
èíòåíñèâíîñòè ôîíà, èñïîëüçóåìîãî äëÿ ñèí-
òåçà ÊÏÎ (6), îò èñòèííîãî çíà÷åíèÿ èíòåíñèâ-
íîñòè ôîíà.

Ñëåäóÿ [7] ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà
ñèãíàëüíîé ôóíêöèè (7). Äëÿ ýòîãî íàéäåì
ïðîèçâîäíûå (7) ïî � ñïðàâà è ñëåâà îò èñòèí-
íîãî çíà÷åíèÿ äëèòåëüíîñòè � 0 . Ïîëó÷àåì, ÷òî
ñèãíàëüíàÿ ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â
òî÷êå � 0 , åñëè
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d

d�
� �

�

[ ln( / )] . (11)

Íàéäåì óñëîâèå ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíêè
(6). Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíêà áûëà ñîñòîÿòåëüíà,
íåîáõîäèìî ÷òîáû ñèãíàëüíàÿ ôóíêöèÿ (7)

äîñòèãàëà ìàêñèìóìà â òî÷êå � 0 [8], ò.å. âû-
ïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà (10), (11). Àíàëèç ýòèõ
íåðàâåíñòâ ïîêàçûâàåò, ÷òî îíè âûïîëíÿþòñÿ,
åñëè äëÿ íåêîòîðîãî q èìååì

� � �min max( ) ( )q q� � . (12)

Çàâèñèìîñòè � min ( )q è � max ( )q ïîêàçàíû
íà ðèñ. 2. Âèäíî, ÷òî èíòåðâàë äîïóñòèìûõ
çíà÷åíèé âåëè÷èíû � (12) âîçðàñòàåò ñ óâåëè-
÷åíèåì q (9). Òàê, íàïðèìåð ïðè q � 10, � min �
0,25, � max � 4,25.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ øóìîâîé ôóíê-
öèè (8), íàéäåì êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ øó-
ìîâîé ôóíêöèè:

K N N( , ) ( ) ( )� � � �1 2 1 2� � � �

� � � � � � � � � � �[( )( )] ( / )*� � � � � �� � � �1 1 2 2

2 1ln

� �� � �� � � � � �0 0 1 2 1 2q min( , , ) min( , )

� �ln 2 1( / )q � . (13)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îòíîøåíèå ñèã-
íàë–øóì (ÎÑØ) íà âûõîäå óñòðîéñòâà îáðà-
áîòêè [8]:

z
S

N

q q q

q q

S2
2

0
2

0

2

2

1 1

1 1
�

� �
�

� � �

�

( )

( )

[( ) ln( / ) ]

( ) ln (

�

�

� �

� q / )�
,

(14)

ãäå � ��S � 0 — ñðåäíåå ÷èñëî ñèãíàëüíûõ òî-
÷åê íà èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà. Â
äàëüíåéøåì ÎÑØ (14) ïðåäïîëàãàåòñÿ äîñòà-
òî÷íî áîëüøèì, òàê ÷òî îöåíêà îáëàäàåò âûñî-
êîé àïîñòåðèîðíîé òî÷íîñòüþ [8].

Äëÿ íàõîæäåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ÊÏÎ (6)
èññëåäóåì ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøàþ-
ùåé ñòàòèñòèêè (5). Âû÷èñëèì àíàëîãè÷íî [7],
êîýôôèöèåíòû àñèììåòðèè, ýêñöåññà [11] ðå-
øàþùåé ñòàòèñòèêè (5) è èññëåäóåì ïîâåäåíèå
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè (13) øóìîâîé ôóíê-
öèè (8). Ïîëó÷àåì, ÷òî ðåøàþùàÿ ñòàòèñòèêà
(5) ïðè áîëüøèõ
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� � � �0 0 0� �( ) (15)

â ìàëîé îêðåñòíîñòè � 0 àïïðîêñèìèðóåòñÿ ãà-
óññîâñêèì ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì [12].

Ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðèñòèêè îöåíêè,
ò.å. õàðàêòåðèñòèêè ïîëîæåíèÿ íàèáîëüøåãî
ìàêñèìóìà ýòîãî ãàóññîâñêîãî ìàðêîâñêîãî
ïðîöåññà âîçìîæíî íàéòè èñïîëüçóÿ ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà–Ïëàíêà–Êîëìîãîðîâà
[13].

Äëÿ ýòîãî íàéäåì êîýôôèöèåíòû ñíîñà è
äèôôóçèè ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè (5), êîòîðûå
äëÿ ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà èìåþò âèä [6]:

À
S L S

K

K
� �

� �

�� � � �

d

d

( ) [ ( )]

( , )

( , )*�

�

�

� �

� �

�� � � �

1

1 0

1

1 01 1

,

Â
K K

� �
�

�� � � �

d

d

( , ) ( , )� �

�

� �

�� � � �

1 1

1 0

1

1 01 1

2 . (16)

Ïîäñòàâëÿÿ (5), (7), (13) â (16) è âûïîëíÿÿ
äèôôåðåíöèðîâàíèå, ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ ñíîñà è äèôôóçèè:

A
a

a
�

	

� 

�
�


1 0

2 0

, ,

, ,

� �

� �
(17)

B
q q b

q b
�

� � � 	

� � 


�� � � �

� � � �
0

2
1 0

0
2

2 0

1 1

1

( ) ln ( / ) , ,

ln ( / ) , .
�


(18)

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôîêêå-
ðà–Ïëàíêà–Êîëìîãîðîâà â [13] íàéäåíû çíà÷å-
íèÿ ñìåùåíèÿ è ðàññåÿíèÿ îöåíêè â îáùåì
âèäå:

b
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z z R
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2
2 2

2 2 1
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, (19)

V � � � � �( )� �*
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2
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1
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2
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�
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z z R
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,

(20)

ãäå � � �T T2 1, z a b1
2

1
2

12� � / , z a b2
2

2
2

22� � / ,

R a b a b� 1 2 2 1/ .
Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ (17), (18) íàõîäèì,

÷òî âûðàæåíèÿ äëÿ ñìåùåíèÿ (19) è ðàññåÿíèÿ
(20) îöåíêè (6) ïðèíèìàþò âèä:
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ãäå

R
q q q

q q q
�

� � �
� � �

( ) ln( / )

( )( ln( / ))

1 1

1 1

�
�

,

�
�

1
1 1

1
�

� � �

�

( ) ln( / )q q q

q
,

� �2 1� � �q qln( / ).

Âûðàæåíèÿ (21), (22) ïîëó÷åíû â [13] â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îöåíêà ñîñòîÿòåëüíà, ò.å.
ñ ðîñòîì åå òî÷íîñòè îíà ñõîäèòñÿ ê èñòèííî-
ìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà. Ýòî èìååò ìåñòî ïðè
âûïîëíåíèè (10), (11).

Ðàññìîòðèì ñìåùåíèå è ðàññåÿíèå îöåíêè

ïðè � �* � 0 , êîãäà ÊÏÎ ïåðåõîäèò â ÎÌÏ.

Ïîëàãàÿ â (21) è (22)� �1ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ
äëÿ ñìåùåíèÿ è ðàññåÿíèÿ ÎÌÏ (3) äëèòåëüíî-
ñòè èìïóëüñà ïðè àïðèîðè èçâåñòíîé èíòåí-
ñèâíîñòè ôîíà b b0 1� �( )� :

V V0 1� �( )� . (23)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü âëèÿíèå
îòêëîíåíèÿ ïðåäïîëàãàåìîãî çíà÷åíèÿ èíòåí-
ñèâíîñòè ôîíà îò èñòèííîãî íà òî÷íîñòü ÊÏÎ,
ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îòíîøåíèå ðàññåÿíèé
ÊÏÎ è ÎÌÏ:
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r V V( ) ( ) /& �� � 0 , (24)

ãäå V ( )� îïðåäåëÿåòñÿ èç (22), V0 èç (23), à

& � � � �� � � � �( ) /*
0 0 1 — îòíîñèòåëüíîå

îòêëîíåíèå ïðåäïîëàãàåìîãî çíà÷åíèÿ èíòåí-
ñèâíîñòè ôîíà îò èñòèííîãî.

Íà ðèñ. 3 êðèâûìè 1 ïîêàçàíî îòíîøåíèå
(24). Ñïëîøíîé ëèíèåé íàíåñåíà çàâèñèìîñòü
(24) ïðè q � 0,1, øòðèõïóíêòèðíîé — q � 0,5,
øòðèõîâîé — q �1 è ïóíêòèðíîé — q �10. Èç
êðèâûõ 1 (ðèñ. 3) ñëåäóåò, ÷òî àïðèîðíîå íå-
çíàíèå èíòåíñèâíîñòè ôîíà ìîæåò ïðèâåñòè ê
ñíèæåíèþ òî÷íîñòè ÊÏÎ ïî ñðàâíåíèþ ñ òî÷-
íîñòüþ ÎÌÏ. Ïðè ýòîì ñ ðîñòîì q âëèÿíèå àï-
ðèîðíîãî íåçíàíèÿ èíòåíñèâíîñòè ôîíà íà
òî÷íîñòü ÊÏÎ íåñêîëüêî ñíèæàåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, àïðèîðíîå íåçíàíèå èí-
òåíñèâíîñòè ôîíà � ìîæåò ïðèâåñòè ê ïðîèã-
ðûøó â òî÷íîñòè îöåíêè äëèòåëüíîñòè.
Óìåíüøèòü ýòîò ïðîèãðûø âîçìîæíî, åñëè èñ-
ïîëüçîâàòü ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ. Ñîãëàñíî ýòîìó ìåòîäó [8] íåèçâåñòíóþ
èíòåíñèâíîñòü ôîíà â (4) íåîáõîäèìî çàìå-
íèòü íà åå ÎÌÏ ��.

ÎÌÏ �� íåèçâåñòíîé èíòåíñèâíîñòè ôîíà
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîëîæåíèå íàèáîëüøåãî
ìàêñèìóìà ëîãàðèôìà ôóíêöèîíàëà ïëîòíî-
ñòè âåðîÿòíîñòè F(�, � ) ïóàññîíîâñêîãî ïðî-
öåññà ñ èíòåíñèâíîñòüþ (1), ò.å.

� (� �
�

�argsupF , � ).

Ñîãëàñíî [9]

F TT( , ) ln( ) ( ) ln� � � � � � � � �� �� �� � � � � � ,

(25)

ãäå � �T

T
t� � d ( )

0
. Ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèå

ïðàâäîïîäîáèÿ èìååò âèä

[ (dF �, � � �) / ]
�

d �0

èëè, ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (25):

�

� �

� �

�
� �

� ��
�

�
� �T T 0. (26)

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ÊÏÎ äëèòåëüíîñòè ñó-
ùåñòâåííî ïðîèãðûâàåò â òî÷íîñòè ÎÌÏ ïðè
àïðèîðè èçâåñòíîé âåëè÷èíå èíòåíñèâíîñòè
ôîíà � òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà q ìàëî (�	 �	 ).
Ïîýòîìó, ïðåíåáðåãàÿ â çíàìåíàòåëå ïåðâîãî
ñëàãàåìîãî â (26) âåëè÷èíîé � äëÿ ïðèáëèæåí-
íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ïîëó-
÷àåì:

� /� �' T T. (27)

Ïîäñòàâëÿÿ (27) â (4) íàõîäèì

L L T T( ) ( , � ) ln( / )� � � � � � ���� � � �1 . (28)

Ñëåäîâàòåëüíî, àñèìïòîòè÷åñêàÿ ÎÌÏ
(q ( 0) äëèòåëüíîñòè îïòè÷åñêîãî èìïóëüñà
ïðè àïðèîðè íåèçâåñòíîé èíòåíñèâíîñòè ôîíà
çàïèøåòñÿ êàê:

� � �m L T T� �argsup ( ), [ , ]1 2 . (29)

Áëîê-ñõåìà èçìåðèòåëÿ, ðåàëèçóþùåãî
àñèìïòîòè÷åñêóþ ÎÌÏ äëèòåëüíîñòè èìïóëü-
ñà ñ íåèçâåñòíîé èíòåíñèâíîñòüþ, ïðåäñòàâëå-
íà íà ðèñ. 4. Çäåñü îáîçíà÷åíî: ln — íåëèíåé-
íûé ïðåîáðàçîâàòåëü ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé õà-
ðàêòåðèñòèêîé y x� ln , ËÇ — ëèíèÿ çàäåðæêè
íà âðåìÿ T, ÃËÈÍ — ãåíåðàòîð ëèíåéíî èçìå-
íÿþùåãîñÿ íàïðÿæåíèÿ, îñòàëüíûå îáîçíà÷å-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþò ðèñ. 1.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîðîòêèõ èìïóëüñîâ
�� ( )t ïîñòóïàåò íà èçìåðèòåëü, íà âõîäå êîòî-

ðîãî ðàñïîëîæåí êëþ÷, îòêðûâàþùèéñÿ íà
âðåìÿ àíàëèçà[ , ]0 T . Ñèãíàë ñ âûõîäà êëþ÷à ïî-
ñòóïàåò íà èíòåãðàòîð È, ãäå èíòåãðèðóåòñÿ â
èíòåðâàëå îò 0 äî t� [0,T ]. Äàëåå ñèãíàë ñ âûõî-
äà èíòåãðàòîðà ïîñòóïàåò íà ËÇ íà âðåìÿ T.
Êðîìå òîãî, ñèãíàë ñ èíòåãðàòîðà ïîñòóïàåò íà
äåëèòåëü, íà âòîðîé âõîä êîòîðîãî ñ âûõîäà
óìíîæèòåëÿ ïîäàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå �T. Äàëåå
ñèãíàë ñ âûõîäà äåëèòåëÿ ïîäàåòñÿ íà ñóììà-
òîð, íà âòîðîé âõîä êîòîðîãî ïîäàåòñÿ ïîñòî-
ÿííûé ñèãíàë, ðàâíûé 1. Ñèãíàë ñ ËÇ ïîñòóïà-
åò íà óìíîæèòåëü, íà âòîðîé âõîä êîòîðîãî ïî-
ñòóïàåò ñèãíàë ñ ëîãàðèôìè÷åñêîãî íåëèíåé-
íîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ. Ñèãíàë ñ âûõîäà óìíî-
æèòåëÿ ïîñòóïàåò íà âû÷èòàþùåå óñòðîéñòâî,
íà âòîðîé âõîä êîòîðîãî ïîäàåòñÿ ïðîèçâåäå-
íèå � è ñèãíàëà ñ ÃËÈÍ, ïðîïîðöèîíàëüíîãî
t T� . Â ðåçóëüòàòå, íà âûõîäå âû÷èòàþùåãî
óñòðîéñòâà ôîðìèðóåòñÿ ðåøàþùàÿ ñòàòèñòè-
êà L t( ) (28), êîòîðàÿ ïîäàåòñÿ íà ýêñòðåìàòîð Ý.
Îí îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå �t íàèáîëüøåãî ìàê-
ñèìóìà ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè ïðè
t T T T T� � �[ , ]1 2 è ìîìåíò � m t T� �� (29) ïðè
êîòîðîì ðåøàþùàÿ ñòàòèñòèêà ìàêñèìàëüíà.

Íàéäåì õàðàêòåðèñòèêè îöåíêè
(29). Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì:

L1( )� � �� , (30)

L TT2 �� �/ . (31)

Ïðåäñòàâèì âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè
(30), (31) â âèäå ñóììû ðåãóëÿðíîé è øóìîâîé
ñîñòàâëÿþùèõ L S N1 1 1( ) ( ) ( )� � �� � è

L S N2 2 2� � . Çäåñü ðåãóëÿðíàÿ è øóìîâàÿ ñî-
ñòàâëÿþùèå èìåþò âèä:

S 1( )� � �� � �, (32)

N1( )� � �� �� � � �, (33)

S TT2 � � �� �/ , (34)

N TT T2 � � � �( ) /� � � . (35)

Âûðàçèì ðåøàþùóþ ñòàòèñòèêó (28) ÷å-
ðåç âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè (29), (30). Ïîëó-
÷àåì:

L L L( ) ( ) ln[ / ]� � ��� � � �1 21 1

� � � � �[ ( ) ( )]ln[ / [ ]]S N S N1 1 2 21 1� �

�� � � � �S S1 1 2 21 1 1( )[ ( )] ln[ [ ]]� & � &

�� � �ln[ [ ]]S 2 21 & ��, (36)

ãäå

& � � �1 1 1( ) ( ) / ( )� N S , (37)

& 2 2 2� N S/ . (38)

Ïîäñòàâèâ â (37), (38) âûðàæåíèÿ (32)–(35)
ïîëó÷àåì ÿâíûé âèä ïðîöåññîâ (37), (38):

& � � � ��1 1( ) / ( )� � , (39)

& � �2 1� �T T/ , (40)

ãäå

� � � ��T T T� � � � �0 0 . (41)

Ñëó÷àéíûå ôóíêöèè (39), (40) èìåþò íó-
ëåâûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è ñðåäíèå

êâàäðàòû: � � �& � � �1
2 1( ) / ( ), � � �& �2

2 1 / T . Ñëåäî-

âàòåëüíî, ôóíêöèè (39), (40) âîçìîæíî ñ÷èòàòü
ìàëûìè, åñëè � � � � � � � ��( ) min( , )� � � � �0 0 è
�T (41) âåëèêè. Ïðè âûñîêîé àïîñòåðèîðíîé
òî÷íîñòè õàðàêòåðèñòèêè àñèìïòîòè÷åñêîé
ÎÌÏ (29) îïðåäåëÿþòñÿ ïîâåäåíèåì ðåøàþ-
ùåé ñòàòèñòèêè (28) â îêðåñòíîñòè � 0 . Î÷åâèä-
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Ðèñ. 4

�� ( )t
K � �È Ý
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�ln

� T

1 +

)

ÃËÈÍ



íî� �T 
 0 (15), ïîýòîìó, åñëè�0 1

 , òî ôóíê-
öèè (39), (40) ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè.

Ðàçëîæèì ðåøàþùóþ ñòàòèñòèêó â ðÿä ïî
ñòåïåíÿì (37), (38) è óäåðæèì òîëüêî ÷ëåíû
ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè. Ïîëó÷àåì:

�L S S( ) ( )[ ( )] ln[ ]� � & �� � � �1 1 21 1

�� � � � � �& & ��2 2 2 21/ [ ] lnS S

� � � � �S S S S1 2 2 2 21 1 1( )[ln[ / ] / [ ]� &

� �& �1 21 1( )[ / ]]S . (42)

Ïðåäñòàâèì ðåøàþùóþ ñòàòèñòèêó (42) â
âèäå ñóììû ñèãíàëüíîé è øóìîâîé ôóíêöèé
L S N( ) ( ) ( )� � �� �0 0 , ãäå ñèãíàëüíàÿ ôóíêöèÿ

S T T0 1( ) ( ) ln[ / ]� � � � � ��� � � , (43)

à øóìîâàÿ

N T T0 1( ) [ ( )]ln[ / ]� � � � � ��� � � �

� � �[ ] / [ ]� � � �T T TT . (44)

Íàéäåì óñëîâèå ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíêè
(29). Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíêà áûëà ñîñòîÿòåëü-
íà, ñèãíàëüíàÿ ôóíêöèÿ (43) äîëæíà äîñòèãàòü
ìàêñèìóìà â òî÷êå � 0 [8]. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäè-
ìî, ÷òîáû
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d

d
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� 0 1 1 1 0( ) ln( / [ ])q q qy q ,

a
S

02
0

00

� � �
�

d

d

( )�

� �

� � � � 
� 0 1 1 0[ ln( / [ ])]q q qy ,

ãäå y T�� 0 / . Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè óñ-
ëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ q 
0
è y 	 0,5.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ øóìîâîé ôóíê-
öèè (44), íàéäåì åå êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ

K N N0 1 2 0 1 0 2( , ) ( ), ( )� � � �� � � �

� � �ln [ / ]2 1 � �T T

� �� � �� � � � � � �min( , , ) min( , )0 1 2 0 1 2

� � � � �ln[ / ][ ( ) ( )] / [ ]1 1 2� � � � � � � �T TT T

� �� � �T TT/ [ ]2 . (45)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ÎÑØ íà âûõîäå
ïðèåìíèêà àñèìïòîòè÷åñêè ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ [8]:
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Â äàëüíåéøåì ÎÑØ (46) ïðåäïîëàãàåòñÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøèì, òàê ÷òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ
ÎÌÏ (29) îáëàäàåò âûñîêîé àïîñòåðèîðíîé
òî÷íîñòüþ [8]. Èññëåäóÿ àíàëîãè÷íî [7] ñòàòè-
ñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè
(42), ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè áîëüøèõ �0 (15) â ìà-
ëîé îêðåñòíîñòè � 0 ïðîöåññ (42) àïïðîêñèìè-
ðóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ãàóññîâñêèì ìàðêîâ-
ñêèì ïðîöåññîì.

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî ðåøàþ-
ùàÿ ñòàòèñòèêà (42) ïðè áîëüøèõ�0 (15) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé àñèìïòîòè÷åñêè ãàóññîâñêèé
ìàðêîâñêèé ïðîöåññ. Ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòå-
ðèñòèêè îöåíêè, ò.å. õàðàêòåðèñòèêè ïîëîæå-
íèÿ íàèáîëüøåãî ìàêñèìóìà ýòîãî ãàóññîâñêî-
ãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà âîçìîæíî íàéòè èñ-
ïîëüçóÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà–Ïëàí-
êà–Êîëìîãîðîâà [13].

Ïîäñòàâëÿÿ (42), (43), (45) â (16) è âûïîë-
íÿÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ
äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñíîñà è äèôôóçèè:
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Â óñëîâèÿõ âûñîêîé àïîñòåðèîðíîé òî÷-
íîñòè äëÿ ðàñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê àñèìïòîòè÷å-
ñêîé ÎÌÏ � m íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü âûñî-
êóþ òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè õàðàêòåðèñòèê
ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè (42) â ìàëîé îêðåñòíî-
ñòè èñòèííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà � 0 . Ïðè
ýòîì òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè õàðàêòåðèñòèê
ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè çà ïðåäåëàìè ýòîé îêðå-
ñòíîñòè íå èãðàåò ñóùåñòâåííîé ðîëè [8].

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ (47), (48) íàõîäèì,
÷òî âûðàæåíèÿ äëÿ ñìåùåíèÿ (19) è ðàññåÿíèÿ
(20) îöåíêè (29) ïðèíèìàþò âèä:
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Âûðàæåíèÿ (49), (50) ïîëó÷åíû â [13] â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îöåíêà ñîñòîÿòåëüíà, ò.å.
ñ ðîñòîì åå òî÷íîñòè îíà ñõîäèòñÿ ê èñòèííî-

ìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà. Äëÿ îöåíêè (29) ýòî
èìååò ìåñòî ïðè ëþáûõ q è y 	 0,5.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îòíîøåíèå ðàññåÿ-
íèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ÎÌÏ (29) è ÎÌÏ (3) ïðè
àïðèîðè èçâåñòíîé èíòåíñèâíîñòè ôîíà

r V Vm m� / 0 , (51)

ãäåVm îïðåäåëÿåòñÿ èç (50), àV0 — èç (23).
Î÷åâèäíî, ÷åì áîëüøå îòíîøåíèå

(51), òåì çíà÷èòåëüíåå ïðîèãðûø â òî÷íîñòè
àñèìïòîòè÷åñêîé ÎÌÏ ïðè àïðèîðè íåèçâåñò-
íîé èíòåíñèâíîñòè ôîíà ïî ñðàâíåíèþ ñ òî÷-
íîñòüþ ÎÌÏ ïðè àïðèîðè èçâåñòíîé èíòåí-
ñèâíîñòè ôîíà. Çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ (51) ïîêà-
çàíû íà ðèñ. 3 ãîðèçîíòàëüíûìè ëèíèÿìè 2 ïðè
ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûì 1 çíà÷åíèÿõ q è y �
0,3. Ñîïîñòàâëÿÿ êðèâûå 1 è 2 (ðèñ. 3) âîçìîæ-
íî îïðåäåëèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ áîëåå
òî÷íà ÊÏÎ, à ïðè êàêèõ — áîëåå òî÷íà àñèì-
ïòîòè÷åñêàÿ ÎÌÏ.

Èç ñîïîñòàâëåíèÿ ñïëîøíûõ ëèíèé 1 è 2

ñëåäóåò, ÷òî ïðè q � 0,1, äëÿ âñåõ çíà÷åíèé &�
àñèìïòîòè÷åñêàÿ ÎÌÏ îáåñïå÷èâàåò áîëåå âû-
ñîêóþ òî÷íîñòü, ÷åì ÊÏÎ. Èç ñîïîñòàâëåíèÿ
ïóíêòèðíûõ ëèíèé 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè q �10
ÊÏÎ îáåñïå÷èâàåò áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü,
÷åì àñèìïòîòè÷åñêàÿ ÎÌÏ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé
&� 	 0,75.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñäå-
ëàòü îáîñíîâàííûé âûáîð ìåæäó èçìåðèòåëÿ-
ìè (ðèñ. 1 è ðèñ. 4) â çàâèñèìîñòè îò èìåþùåé-
ñÿ àïðèîðíîé èíôîðìàöèè, à òàêæå â çàâèñèìî-
ñòè îò òðåáîâàíèé, ïðåäúÿâëÿåìûõ ê òî÷íîñòè
îöåíîê äëèòåëüíîñòè è ê ñòåïåíè ïðîñòîòû
òåõíè÷åñêîé ðåàëèçàöèè èçìåðèòåëÿ.
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I N F O R M A T I O N O N T H E A R T I C L E

ESTIMATION OF DURATION OF THE RECTANGULAR OPTICAL PULSE WITH UNKNOWN BACKGROUND
INTENSITY*

Andrey P. Trifonov, trifonov@phys.vsu.ru, Voronezh State University, Russian Federation

Aleksandr A. Milogorodskii, milogorodskii@mail.ru Voronezh State University, Russian Federation

The quasi-likelihood and asymptotically maximum likelihood algorithms of duration estimation have been synthesized
and analyzed. The losses in estimation accuracy caused by a priori lack of knowledge of background intensity were also
found.

Keywords: quasi-likelihood estimate; maximum likelihood asymptotic estimate; scattering of estimates; a priori
parametric uncertainty
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